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Figure 1 – Invariant de boucle http ://logika.v3.sireum.org/dschmidt/06-loops-invariants-induction/index.html

Rappel : L’une des techniques pour prouver la correction d’un algorithme est d’établir l’inva-
riance de propriétés portant sur des variables manipulées par l’algorithme. Cette invariance est
relative aux instructions de l’algorithme qui ne doivent pas changées la validité de l’ensemble
des propriétés. On parlera aussi parfois d’un invariant de boucle pour faire référence à une
propriété dont la validité n’est pas modifiée lors de l’exécution de la boucle.

Exercice 1 (Multiplication russe).

Question 1. Déterminer et prouver l’invariant de l’Algorithme 1.

Algorithm 1: multiplicationRusse()

Données: A, B : entier ;

Résultat: z : entier ; le produit de A et B par la méthode Russe ;

Variables : x, y, z : entier ;
début

x← A ; y ← B ; z ← 0 ;
tant que (x 6= 0) faire

si x est impair alors
z ← z + y ;

fin
x← x Div 2 ; y ← 2 ∗ y ;

fin
retourner z

fin

Question 2. Donner la complexité de l’algorithme.



Exercice 2 (Algorithmes de tri).

Question 1. Déterminer et prouver les invariants des deux algorithmes de tri suivants :

Algorithm 2: triSelection()

Données: tab[n] : tableau d’entiers ;

Résultat: / ; le tableau est trié

Variables : indiceMin, valeurMin : entier ;
début

pour (i = 1 à n− 1) faire
indiceMin← i ; valeurMin← tab[i] ;
pour (j = i + 1 à n) faire

si (tab[j] < valeurMin) alors
indiceMin← j ; valeurMin← tab[j] ;

fin
fin
tab[indiceMin]← tab[i] ;tab[i]← valeurMin ;

fin
fin

Algorithm 3: triInsertion()

Données: tab[] : tableau d’entiers ;

Résultat: / ; le tableau est trié

Variables : indiceC, valeurC : entier ;
début

pour (j = 2 à n) faire
valeurC ← tab[j] ; indiceC ← j − 1 ;
tant que (indiceC > 0 et valeurC < tab[indiceC]) faire

tab[indiceC + 1]← tab[indiceC] ;
indiceC ← indiceC − 1 ;

fin
tab[indiceC + 1]← valeurC ;

fin
fin
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Exercice 3 (Algorithme Min Max).

Question 1. Déterminer et prouver les invariants de l’Algorithme 4 :

Algorithm 4: minMax()

Données: tab[2N ] : tableau d’entiers ;

Résultat: (min,max) couple d’entiers ;

début
si (tab[1] < tab[2]) alors

min← tab[1] ; max← tab[2] ;
sinon

min← tab[2] ; max← tab[1] ;
fin
pour (i = 3 à 2N − 1 pas de 2) faire

si (tab[i] < tab[i + 1]) alors
si (tab[i] < min) alors

min← tab[i] ;
fin
si (tab[i + 1] > max) alors

max← tab[i + 1] ;
fin

sinon
si (tab[i + 1] < min) alors

min← tab[i + 1] ;
fin
si (tab[i] > max) alors

max← tab[i] ;
fin

fin
fin
retourner (min,max) ;

fin
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Exercice 4 (Invariant dans un contexte récursif).

Question 1. Identifier et montrer les invariants des algorithmes suivants.

Algorithm 5: puissanceRusse()

Données: A, B : entier ;

Résultat: : entier ; y puissance z par la méthode Russe en mode récursif ;

Variables : x, y : entier ;
début

x← A ; y ← B ;
si (y = 0) alors

retourner 1;
sinon

si (y est impair) alors
retourner puissanceRusse(x2, by/2c ∗ x) ;

sinon
retourner puissanceRusse(x2, by/2c) ;

fin
fin

fin

Algorithm 6: Euclide(N,M) - Version récursive

Données: N , M : entier ;

Résultat: : entier (PGCD) ;

Variables : n et m : entier ;
début

si (m = 0) alors
retourner n

fin
si (n < m) alors

retourner pgcd(m,n) ;
sinon

retourner pgcd(n−m,m) ;
fin

fin
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Exercice 5 (Preuve d’algorithme).

Figure 2 – http ://villemin.gerard.free.fr/Wwwgvmm/Analyse/RacinCar.htm

Question 1. Montrer la terminaison de l’Algorithme 7.

Algorithm 7: mystere()

Données: N : entier ;

Résultat: à chercher ;

Variable : i, m, z : entier ;
début

i← 0 ; m← N ; z ← 1 ;
tant que (m ≥ z) faire

m← m− z ; z ← z + 2 ; i← i + 1 ;
fin
retourner i ;

fin

Question 2. On note ik, mk et zk les valeurs respectives des variables i, m et z après k passages
dans la boucle ”tant que”. Montrer que l’algorithme 7 vérifie chacun des invariants suivants :

— ik = k ;
— zk = 2ik + 1 ;
— mk = N − ik

2 ;
— mk ≥ 0.

Question 3. Déduire des deux questions précédentes le résultat retourné par l’algorithme 7.
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Exercice 6 (Triangle de Pascal).

Figure 3 – Coefficient binomiaux. https ://accromath.uqam.ca/2020/09/du-triangle-de-pascal-aux-simplexes-de-pascal/

Question 1. Montrer la terminaison de l’Algorithme 8.

Algorithm 8: mystere()

Données: X : entier ;

Résultat: à chercher ;

Variable : a, b, c, z : entier ;
début

a← 1 ; b← 0 ; c← X ; z ← 0 ;
tant que (c > 0) faire

z ← z + a + b ;
b← b + 2a + 1 ;
a← a + 3 ;
c← c− 1 ;

fin
retourner z ;

fin

Question 2. On note ak, bk, ck et zk les valeurs respectives des variables a, b, c et z après k
passages dans la boucle ”tant que”. Montrer les invariants suivants :

— ak = 3 ∗ (X − ck) + 1 ;
— bk = 3 ∗ (X − ck)2 ;
— zk = (X − ck)3.

Question 3. Déduire des deux questions précédentes le résultat retourné par l’Algorithme 8.

Question 4. Sur le modèle de l’Algorithme 8 concevoir un algorithme qui calcule n4 pour n
entier.
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Exercice 7 (Le damier infecté).
Soit une matrice de dimension n × n. Chaque case de la matrice est soit saine, soit in-

fectée. Une case devient infectée si et seulement si au moins deux de ses cases adjacentes (4
connexité) sont infectées. Comme pour le jeu de la vie, le système évolue de proche en proche.

Figure 4 – Exemple de séquence sur une matrice infinie https ://www.jeulin.net/automates/automate.html

Question 1. Proposer des congigurtations initiales qui permettent d’infecter tout le damier.

Question 2. Evaluer l’évolution de paramètres de description d’une configuration lors du pas-
sage vers une autre configuration (surface, diamètre, connexité, périmètre...).

Question 3. Déduire de la question précédente qu’une configuration initiale contenant moins
de n cases infectées ne peut pas aboutir à l’infection totale du damier.
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